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Mecanica 2° Bachillerato SOLIDO RIGIDO

. Energia cinética del sélido rigido. Momento de inercia con respecto a un eje.
. Momento lineal del sélido rigido

. Momento angular del sélido rigido

. El 2° Principio de la dinamica aplicado a un sélido rigido

. Movimientos combinados de traslacion y rotacion

. El Teorema de la energia aplicado al s6lido rigido

. Principio de conservacion del momento angular

. Equilibrio del sélido rigido. Estéatica

CONO OIS, WDN B

Vamos a ver que un solido rigido bajo el punto de vista de la dindmica y la
energia puede estudiarse al igual que hemos visto en el estudio cinematico como
la superposicion de dos movimientos, uno de traslacion de su centro de masas y
otro de rotacidn alrededor del centro de masas.

Para ello estudiaremos la energia cinética, el momento lineal y el momento
angular de un sélido en movimiento, visto por un observador externo y en el
analisis también lo veremos tal y como lo ve un observador en el centro de masas.

1. Energia cinética del sélido rigido. Momento de inercia con respecto a un eje.
Partimos de la definicién de la energia cinética de un sélido rigido vista por un observador externo con
origen en el punto O.
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del s.r.

Por tanto la energia cinética de un solido rigido vista por un observador externo, puede considerarse como
suma de dos términos:

El primero se corresponde a la energia que tendria un cuerpo puntual de masa la del sélido rigido
moviéndose con la velocidad del centro de masas ,energia cinética de traslacion.

El segundo término representa la energia cinética que veria un observador en el centro de masas que lo
Unico que puede ver es una rotacion del sélido con velocidad angular .

En esa expresion aparece el término |, denominado momento de
inercia de un sélido rigido con respecto a un eje, depende de la masa
del cuerpo y de la distancia R que separa cada masa del eje de giro
respecto al que esta girando el cuerpo, viene dado por la expresion

Momento de
inercia del s.r.

I:J‘Rz.dm
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2. Momento lineal del sélido rigido
Partimos de la definicion de momento lineal de un solido rigido visto por el

observador externo. A
- - - * - * .
p=jv-dm=j(vcm+v )-dmzm-vcm+jv -dm=m-V, + 0

:mvcm

El resultado nos indica que el momento lineal es el que corresponderia a un o
particula de masa la del sélido moviéndose con la velocidad del centro de masas.
Nota que el momento lineal del solido visto desde el centro de masas es siempre cero.

| D=m-:V. IMomento lineal
p cm del s.r.

3. Momento angular del sélido rigido
Partimos de la definicion de momento angular de un sélido rigido con respecto a un punto O.

L= '[ XV - dm = '[ (B + )X (Vo + V*)dm =

- - x * - - * *
:jrcmxvcmdm +'[r Xvdm+0+0-= rcmxm-vcm+'[r XV dm

L= I—trasl + I—rot

El resultado nos indica que el momento angular de un s6lido rigido con respecto a un observador O, puede
escribirse como la suma de dos términos,

El primer término es el momento angular de una particula de masa la del sélido rigido, ubicada en el centro
de masas moviéndose como él. Es el momento angular de traslacion del sélido.

El segundo término es el momento angular que veria un observador subido en el centro de masas, lo que
correspondera al momento angular de la rotacion del sélido visto desde el c.m.

Lo = FoXm-vV Momento angular | | — | + L Momento
tras — ‘cm CM | de traslacion trasl rot | angular
. Calculo del momento angular de un sélido rigido en rotacion con respecto a un eje que pasa

por su centro de masas.
( Para simplificar la notacion este caso los vectores r y v son los vectores de
posicion y velocidad de un elemento vistos desde el centro de masas)
El esquema adjunto representa un solido rigido que gira con velocidad angular
o alrededor de un eje fijo que pasa por su centro de masas.
Consideramos un elemento de masa dm cuyo vector de posicion con respecto al
c.m. es r y que describira una trayectoria circular de radio R ( linea de puntos)
por estar el s6lido rotando alrededor del eje representado.
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Calculo de L
[ - jrxv-dm: j(§+ R.)X[@ X(R + R,)]- dm = j(§+ R)X(&x R)-dm =
- jﬁx(a?xﬁ)-dm+j§e X(6 XR) - dm = JRZ-é-dm+ 0=
=l-w
La integral cuyo resultado hemos dado como valor cero sélo lo es en algunos casos.
(Lo es si el eje es un tipo de eje denominado eje principal, que tenga suficiente simetria).

En este curso las rotaciones siempre seran alrededor de un eje principal por lo que el momento angular de
un sélido rigido viene dado por la expresion

| [ _ = IMomento angular
L=1-o de rotacion

Siendo | el momento de inercia del sélido rigido con respecto al eje de giro

. Conclusion
Por tanto el momento angular de un sélido rigido que se traslada y que gira alrededor de un eje principal
viene dado por

—

L= IT'E:m X m-ch +1 o Momento angular

Correspondiendo el primer sumando a la traslacion y el segundo a la rotacion.

4. El 2° Principio de la dinamica aplicado a un sélido rigido

El 2° principio de la dinamica aplicado a una particula los hemos escrito de las tres formas siguientes

Veamos como quedan estas expresiones para un solido rigido.

4.1 A partir de la definicion de la aceleracion del centro de masas

- J.é-dm J.d'f Zﬁext"'zlfint Z'Eext
T m om m T om

8em =

4.2 Analicemos como cambia el momento lineal de un solido rigido con el tiempo

dp d(m-V, )
dt dt ——- acm Z Fext
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4.3 Analicemos cdmo cambia el momento angular de un sélido rigido con el tiempo.

i IFX\Tdm B B L ) ) )
E:T:I(VXV)-dm+Irxadm: 0+IrxdF = IdM = Z Mext + Z Mint = Z Meyt
Nota: Los momentos internos son cero solo si las fuerzas internas tienen la direccion de las particulas que
interaccionan. Es el caso de las fuerzas de contacto, las gravitatorias y las eléctricas.

4.4 Calculemos como cambia el momento angular de un solido rigido en rotacién alrededor de un eje
principal

dL_d(-@) | do _
d  dt  dt

Combinando los dos tltimos resultados obtenemos que para un sélido rigido en rotacion

E Mext:|-0£

4.5 Conclusion:
Por tanto para un solido rigido nos queda el 2° principio

E I:ext = M-agy

solido rigido conociendo las causas visto por un observador inercial y es de aplicacion a cualquier
movimiento de traslacion de un sélido.
Se la denomina ecuacion fundamental de la dindmica de la traslacion.

l-a

Esta ecuacion nos permite conocer cdmo se mueve el centro de masas de un

Esta ecuacion es de utilidad cuando no acttan fuerzas externas sobre un sélido pues

nos indica que si no hay fuerzas externas, o suman cero, se conserva el momento lineal del sélido y que la
velocidad de su centro de masas permanece constante.

Esta ecuacion nos permite conocer cdmo gira un sélido rigido alrededor de un

eje principal conociendo las causas. Es de utilidad para estudiar rotaciones de un sélido rigido.
Se la denomina ecuacion fundamental de la dindmica de la rotacion.

5. Movimientos combinados de traslacion y rotacion

¢Como estudiar una situacion en que un sdlido rigido describa un movimiento superposicion de una
traslacion y una rotacion? Ej: Rueda rodando por un plano inclinado.

Como hemos visto las magnitudes p, L y Ec pueden considerarse como suma de dos términos, uno
correspondiente a la traslacion y otro a la rotacion.

Pasol: Aplicaremos la ecuacion fundamental de la dindmica de la traslacion tal y como lo veria un
observador externo inercial.

Paso 2: Aplicaremos la ecuacion fundamental de la dindmica de la rotacion para un observador en el centro
de masas.*
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Paso 3: Relacionaremos los movimientos de traslacion y rotacion.( v, con o)

* Las leyes de la dinamica solo son validas para un observador inercial pues un observador no inercial para
aplicarlas debe introducir la fuerza de inercia cuyo valor es [F,=-m- a

En la mayoria de situaciones el centro de masas tendra aceleracién por lo que sera un observador no inercial.
Pero aun sin serlo puede aplicar la ecuacion fundamental de la dinamica de la rotacién considerando sélo
los momentos de las fuerzas que veria un observador inercial, sin tener en cuenta las fuerzas de inercia.
La razon esta en que las fuerzas de inercia se aplican en el centro de masas del sélido por lo que su momento
con respecto al centro de masas es cero.

Aviso: Tener mucho cuidado a la hora de resolver los problemas en no aplicar la ecuacién fundamental de
la dindmica de rotacion tomando como punto para el calculo de la suma de momentos uno que tenga
aceleracion y no sea el centro de masas.

6. El Teorema de la energia aplicado al sélido rigido

No tiene diferencias sustanciales con el teorema aplicado a las particulas.

La energia cinética sera la suma de la correspondiente a la traslacion y a la rotacion y para el calculo de la
energia potencial gravitatoria se deberd tener en cuenta el cambio de posicion que experimenta el centro de
gravedad, que coincide con el centro de masas.

7. Principio de conservacion del momento angular

El momento angular de un sélido o un conjunto se conserva en algunas situaciones
a- Si la suma de momentos que actan sobre un sélido rigido es cero, su aceleracion angular es cero y su
velocidad angular permanece constante.
b- Si un cuerpo que gira sin momentos externos, puede modificar su momento de inercia con respecto al eje
de giro, modificara su velocidad angular ( Bailarina girando si aleja sus brazos del eje de giro)

SiZ My =0, L=1-w=cte.Silaumenta, o disminuyey a la inversa
c- Si dos s6lidos chocan o una particula puntual choca con un sélido que puede girar alrededor de un eje
fijo el momento angular del conjunto permanecera constante pues la fuerza del eje no ejerce momentos con
respecto al punto por el que pasa el eje y las fuerzas que se ejercen entre los cuerpos que chocan suman cero
y al ser de contacto estan aplicadas en puntos contiguos, sus momentos suman cero.

8. Equilibrio del solido rigido. Estéatica
Si las fuerzas y los momentos que acttan sobre un sélido rigido suman cero, la velocidad del centro de

masas es ceroy la velocidad angular también lo es para un observador, decimos que el sélido rigido esta en
equilibrio con respecto a ese observador.



